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 TC  "" \l 1 8.2 指数関数の使用
 EQ \x(A)   いくつか特別な指数関数について調べます.

 EQ \x(B)   データに一致する指数関数
 EQ \x(A)   いくつか特別な指数関数について調べます.
セクション8.1では,  f(x) = 0.1x, f(x) =

などが登場し,  f(x) = 0.8x は指数関数的減衰 の例である. それらが別の形でも表せることを知っておくことは今後に役立つでしょう.
例題 1.  ２つの関数的減衰の形を比べてみましょう.
関数が2つ与えられました:  f(x) = 


g(x)  = 2-x  
(i)  
x が-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 と 4 のf(x) と g(x) を計算しなさい.
(ii)  
それぞれの関数をグラフ計算機を使って表しなさい.
(iii)
f と gについて書いた結果はどうなりましたか?  

回答

 (i)
x = -4のとき f とg を求めよ:










上の過程をx の他の値でも行う:

   x
-4 
-3
-2
-1
0
1
2
3
4


f(x) = 


16
8
4
2
1












g(x) = 2-x
16
8
4
2
1












(ii)  
図 1 と 2に計算したグラフを表した
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図 1.  y1 = 
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図 2.   y2 = 2-x


(iii)
２つの関数は同じ関数を示した.

––––––––
一般的に, 指数関数的減衰  

 ( 0 < b < 1 ) はf(x) = a-x　( a > 1 ) で書き換えることができる.  

 ( 0 < b < 1 ) よって 0 < 

 < 1, つまり a > 1.  

	



	指数関数的減衰

 EMBED "Equation" "Word Object3" \* mergeformat  

.

負の階乗の定義
階乗の法則


それゆえ, 指数関数的減衰は以下のように定義できるだろう.




 ( a > 1)  

指数関数と有利関数を結合させると興味深いカーブを得ることができます.  例題について調べてみましょう.

例題 2.  グラフの作成 


グラフ計算機を使って

を表せ. そしてどのような物となったか述べよ.
回答
十進形式で

を表します.  グラフは図 3のようになります.
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図 3.  

を表す
グラフを見ることによってy の値が0＜y＜１であるように見えます.  領域はどうなりましたか?  2-x がすべて実数であるということはわかっています. そして 1 + 2-x はx にどのような値を入れても0と成りません(2-x は -1とならないので).  それゆえfの領域は

である.<作成ミス？
図 4 は

 をいろいろな枠のサイズで表した物です.
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図 4.  

をxの値の大きさを変えてあらわしたものです.
xの区間が(-2, 2)のときグラフは上昇します. x < -5のとき,yの値は0に近くなります. 
x > 5のとき,yの値は1に近くなります. グラフの漸近線は = 0とy=1です.
 
––––––––
例題2のようにはじめ急激に上昇しだんだんなだらかになるグラフをロジスティック曲線といいます.  例えば年ごとのカラーテレビの所有率や 人の血圧収縮期による冠状動脈性心臓病になる確率などに用いられます.
 EQ \x(B)   データに一致する指数関数
指数関数は核医学の放射性物質の崩壊だけではなく、バクテリアや他の生物的プロセスの成長と衰退をモデル化するのに役立ちます.

ビジネスでは,指数関数は現在と未来のお金の価値を計算するのに役立ちます. そのような状況を表す際, 我々は指数関数の形を用います.

f(x) = a·bx, a > 0 かつ b > 1 
,成長系
かつ

f(x) = a·bx, a > 0　かつ 0 < b < 1

またはf(x) = a·b-x, a > 0 かつ b > 1
減衰系.

ビジネスでの例について見ていきましょう.  自動車は年々一般的には価値が減少していきます.  この減少傾向を指数関数を用いてモデル化することができます.
例題 3.  関数をデータに一致させる
次の表のように自動車の価格は下がることを想定しなさい:

　年
1990
1992
1994
1996

価格
$12,000
$7,100
$4,200
$2,490

上の表が成り立つような指数関数を求め 確認しなさい
回答
xを年で定義しyを自動車の価格とします.  表はこうなります:

  x
0
2
4
6

  y
$12,000
$7,100
$4,200
$2,490

表でわかる点を曲線で表すと図がどのように機能するかわかります

図 5を見てください.
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図 5.  

Xの値が増加するにつれてyの値は減少しているので 指数関数的減衰を使います.

f(x) = a·b-x,  a > 0 かつb > 1.

最初のデータの点 (0, 12000)を使い, aの値を求めます.


f(0) 
= 12,000





 
= 12,000
f(0) = 

.


a 
= 12,000
b- 0 = 1.

これで f(x) = 12,000 b-xとなります. bの値を求めるのに, 最後の点(6, 2490)を使います.


f(6) 
= 2,490


12,000·b-6
= 2,490
f(6) = 12,000·b-6







12,000
= 2,490 b6
最小公分母のb6を掛けます
	



	


bは約1.3であり, 1より大きい.  よって与えられたデータの指数関数的減衰は
f(x) = 12,000 (1.30)-x.

モデルをy = 12000(1.3)-xでチェックしていきましょう.  図6のようにデータの点が曲線の上か近くにあることを証明するためグラフをたどっていきましょう.
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図 6.  f(x) = 12000(1.3)-x
    
––––––––
テクニックメモ:   指数回帰
いくつかの計算機は与えられたデータと一致する指数関数を見つけることができます.

-- その過程は指数回帰といいます—また方程式を解くことは除外します.  図 7 は例題3のデータの指数回帰命令の結果を表したものです.
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図 7.  例題3のデータの指数回帰
aの値は計算結果の12,000に近い.  またb の値は違う, なぜならy = a·b-xでありy = a·bxではないからである. しかし (1.30)-x は(.7694001422)x に近いです.

(1.30)-x 
= [(1.30)-1]x


≈ (0.769)x.

係数のrは  -1に近く, 与えられた指数関数 (例題3のときの指数間と同等の)は
,データと一致します. 

自動車の価値減少モデル関数f(x) = 12,000 (1.3)-xを使って様々な情報を得てみましょう. 

例題 4.  指数関数を使いなさい
関数f(x) = 12000(1.3)-xはxを自動車の購入後の経過年数としたときの,　自動車の価値を表した物です. 

(i) 
もし自動車を1990年に購入した場合, 2000年には価値はいくらになりますか？調べなさい
(ii) 
fのグラフを使って車の価値が$1,000に最も近くなる年を求めなさい. 

回答
(i)
2000年は1900年の10年後です, なので2000年の車の価値を求めるには, x = 10の時の関数を求めます: 


f(10)
= 12000(1.3)-10


≈ 870.46. 

2000年では車の価値は約$870.46です.
関数f(x) = 12000(1.3)-x上でx-座標が10の点に図 8のように目印をする.
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図 8.  2000年の自動車の価値
(ii) 
自動車の価値がいつ$1,000になるのかを調べるためy-軸が約1000のときの曲線上に点をします. これはxがおよそ 9のとき,または1999年に起こります. 図 9を見なさい.  
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図 9.  約9年後自動車の価値は
$1,000となります
 
––––––––
テクニックメモ:   
もう一度例題4について考えてください.  自動車の価値がおよそ何年後に$1,000に成るのかグラフを使わず、評価を編集することにより求めることができます. そうするために, はじめ12000 (1.3)-xのxに0を代入します.つぎにxに1を代入してください. 自動車の価値はおよそ一年後に$9,230.77になります. 図10を見てください.
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図 10.  いつ自動車の価値が$1,000となるのかを調べる計算
値が$1,000に近づくまで過程を繰り返してください.  図 11を見なさい
[image: image13.emf]









図 11. x が9のとき, 自動車の価値は$1,000に近くなります.
練習問題 8.2

 EQ \x(A)   特別な指数関数を求める
練習問題 1 - 2. ２つの関数f(x) と g(x)が与えられている: 

(i)  
xの値が-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 ,4のとき f(x) と g(x) の値をもとめなさい.
(ii) 
それぞれの関数のグラフを表しなさい
(iii)
f と gのグラフを表した結果はどうなりましたか?
	1.
 f(x) = 

   g(x)  = 4-x
	2.
 f(x) = (0.2)x   g(x) = 5-x


3.
どのような状況が指数関数的減衰でモデル化されますか？ おおよそのグラフを書いて答えを表しなさい.
4.
どのような状況がロジスティック曲線でモデル化されていましたか? おおよそのグラフを書いて答えを表しなさい.

5.
関数

は農薬散布問題のあった5月の森の中の毛虫の数を示したものでtは年数を表します.

(i)
どのように関数を定義できますか？

(ii)
散布問題が始まったとき何匹の毛虫がいましたか？

(iii)
毛虫がいなくなるのに何年かかりますか?

6.
関数

 はt年後の物質の同位体の量を表したものです.

(i)
どのように関数を定義できますか？

(ii)
物質は初めどれくらいの放射性同位体を含みますか？

(iii)
放射性同位体が10グラムになるのは何年後ですか？
練習問題 7 - 8.  ２つの関数 f と gが与えられています:

(i)
グラフ計算機を使ってそれぞれの関数のグラフを表しなさい
(ii)
それぞれの関数の領域をもとめなさい.
(iii)
グラフを比べてどうなったかを述べなさい.

	7.




	8.





	




	





 EQ \x(B)   データに一致する指数関数
練習問題 9 - 12.  次の関数のグラフと一致するのは( a )~( d )のどれか？ 
	9.
f(x) = 2 · 3x


	10. 
f(x) = -2 · 3x



	11.
f(x) = -2 · 3-x


	12.
f(x) = 2 · 3-x

	(a)
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	(b)
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	(c)
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	(d)
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練習問題 13 - 16.  以下の表のデータと一致する関数を

f(x) = a·bx, b > 1,  成長モデル, または

f(x) = a·b-x,  b > 1 または a·bx, 0 < b < 1, 減衰モデル,

の形から選び求めなさい.
	13.
x
-1
0
2

y



5
45


	14. 
x
-1
0
2

y
0.6
3
75



	15.
x
-2
0
1

y
32
2
0.5


	16.
x
-2
0
1

y
20
5
2.5




17.　　以下の表のように自動車の値段は年々減少します.
年
1994
1996
1998
2000

価値
$16,000
$6,250
$2,440
$955


(i)
上の表のデータとあう指数関数を見つけなさい.またt = 0を1994年としなさい

(ii)
2010年では自動車はいくらでしたか?


(iii)
車が$500のときにあなたは購入する余裕ができます.  おおよそ何年のころにそうなりますか？
18.
以下の表のように家の価値は年々上昇します.
年
1995
2000
2005
2010

価値
$70,000
$77,300
$85,300
$94,200


(i) 
上の表のデータとあう指数関数を見つけなさい. またt = 0を1995年としなさい.


(ii)
家の価値は同じ比率で上昇を続けると仮定します. 2040年の家の価値はいくらになりますか?


(iii) 
家の価値が$200,000になったとき売却するとします.  それはおよそ何年になりますか？
• 総合継続問題
19.
関数  y1 = 3x, y2 = 3x + 2, y3 = 3x – 5が与えられています.

(i) 
グラフ計算機を使ってそれぞれの関数を表しなさい

(ii)
y1, y2, y3を比べて y = bx + h のグラフがhの値によってy1のグラフとどれほど変わるか述べなさい.
20.
３つの指数関数  y1 = 3x, y2 = 3x + 2, y3 = 3x – 5が与えられています:


(i) 
グラフ計算機を使ってそれぞれの関数を表しなさい.


(ii) 
y1, y2, y3を比べて.  y = bx + k のグラフがkの値によってy1のグラフとどれほど変わるか述べなさい.
練習問題 21 - 24.  次の関数のグラフは (a), (b), (c), (d)のどれと一致しますか.

	21.
f(x) = 3x + 2

	22. 
g(x) = 3x - 2


	23.
h(x) = 3x + 2

	24.
j(x) = 3x – 2

	(a)
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	(b)
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	(c)
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	(d)
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25.
f(x) = 3 · 5x についてx-軸に関して対象となる関数を求めなさい
26.  
f(x) = 3 · 5xについてy-軸に関して対象となる関数を求めなさい
27.
４つの関数 f1(x) = 4x,  f2(x) = 22x, f3(x) = 

,  と f4(x) = 

が与えられています, これらの関係性を求めなさい.  指数の法則を用いて証明しなさい
28.
グラフ f1(x) = 2x  と f2(x) = 

は同じ座標上にあります.  ２つの関数はどのように関連しますか?  

を利用して関係を述べなさい.
29.
グラフ f1(x) = 2x  と f2(x) = 2-x は同じ座標上にあります.パラメーター的に, 以下を使いなさい.
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図を表し２つの曲線を切り替えなさい.  f1 と f2の関係を述べなさい. どのような結果が書けましたか？
30.
関数 z(x) = 0xを考慮してそのグラフをたどり.  なぜx ≤ 0の領域では点がないか説明しなさい. 

�Explain the process of the equivalency:





0 < 1/a < 1   and a > 1.


�It is better to use the last point, rather than the second or third, because we want to extrapolate.


�This could be written as: 


  f(x) = 12000/1.3^x


or


  f(x) = 12000(1/1.3)^x 


        = 12000(0.7690)^x


�
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